FONCTION EXPONENTIELLE ET FONCTIONS PUISSANCES
OBJECTIFS :

- Définir et étudier les fonctions exponentielles et puissances ;
- Mettre en place les primitives des fonctions de la forme u’e* et u'u®.
1- FONCTION EXPONENTIELLE
1.1- DEFINITION ET PROPRIETES
1.1.1 Définition
On appelle fonction exponentielle népérienne, la bijection réciproque de la
fonction logarithme népérien. On la note exp.
exp: R = ]0;+ oof
x — exp(x)
On admet que V x € R, exp(x) = e*.
1.1.2 Conséquences
- La fonction exp est définie et dérivable sur R.
Pour tout nombre réel x, exp(x) > 0.
Pour tout nombre réel x et tout nombre réel strictement positif y, on a :
exp(x) =y & x=Iny.
exp(0) =letexp(l) =e
Pour tout nombre réel x, In(e*) = x;
Pour tout nombre réel x strictement positif, exp(inx) = x.
Exemple
Résoudre dans R les équations suivantes : a) e* = 5; b) e* = —1.

Solution
a) e* =5 © x =In(5). Donc I’ensemble des solutions est : {In(5)}.
b) e* = —1 n’admet pas de solution car e* > 0 et —5 < 0.

La fonction exponentielle népérienne étant la bijection réciproque de la fonction
Logarithme népérien , elle est donc strictement croissante sur R. On en déduit :

Propriétés

Pour tous nombres réels x et y, ona:

ef=e¥ & x=y

ef<e? ox<y

.ef>e¥ o x>y.

Ces propriétés sont également veérifiées pour les inégalités : > et <.

Exemple
Résoudre dans R les inéquations suivantes : a) e* > 3 ; b) e*’ < eX*o,
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Solution
a) e¥* >3 o e*¥>elMd)
<  x >1In(3)
Donc I’ensemble des solutions est : ]In(3); +oo[.
b) e¥’ <e*tb o x2<x+6

& x2—-x—-6<0

On calcule le discriminant de x> —x — 6

A=25
A > 0, le polynome admet deux racines distinctes :
_ —(-1-5 _ —(=1)+5
X1 = 2 ,» X2 = 2
x1 = _2 ) x2 == 3
Tableau de signe de x> —x — 6
x —00 —2 3 +o0
x’—x—6 + 0 - 0 +

Donc I’ensemble des solutions de I’inéquation est : [—2; 3].

EXERCICE

Résoudre dans R 1’équation et les inéquations suivantes :

2x+ 1 2 3 1 2x+ 1 4
alex-2 <1; b/eX¥ ¥ +tl<e; c)ex-z =¥t 4

1.1.3 Propriétés algébriques
a) Propriété fondamentale

Pour tous nombres réels x et y, ona:
ety = e*eY.

b) Conséquences

Pour tous nombres réels x et y, on a :

° e_xzix;
e

ex
ey’

e Pourtout nombre rationnel r, (e*)" = e"*.

o X Y =

Exemples

Simplifier les écritures suivantes :

elt lmz

5+ 112, 1 10 —4,3.
al e ; be X (e77)% o s

Solution
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1+ lme

S+ N2 — ,5 v Hl12 . 10 —4\3 _ ,10  ,—12 . o/ € _ 1+lme—2-118
a/ e =e>Xe'™;ble"x(eT*)P=e" Xe ,c/e“lm—e

2
_ —1+1
=2xe°> = g2 = e s,

1.2- ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

1.2.1- Limites aux bornes de I’ensemble de définition

Propriétés :

1) lime*=+ow0; 2) lime* =0;
X >+ X > —

3) lim< = +00 4 limxe*=0.
X > +00 X X > —00

Exemple :

Calculer les limites suivantes.

] 3e* — 2 ; ; I nx
a/ lim ;b/ lim(x —e*);c/ lim —;
x— +oo05e*¥+ 3 X — 400 x> + oo e*
d lim(x — e*%)
X —> —00
Solution
. 3e¥ - 2 } 3x-2 3
a/Posons : X=e*.Ona: lim = = ]lim ==,
x— 4+ o0 5e*+ 3 x> +o05X+ 3 5

X

b/ lim(x — e*)= limx(l—%x)=+oocar lim = = +oo.

X — +oo X — 400 X = 400 X
. L nx . Il nx X . X . Ll nx
¢/ lim—= lim —X==0car im—==0et lim —=0.
x>+we*¥ xo5+4+00 X eX x —>+o00 €% x> 400 X
d lim(x —e*)=—ococar lim e*=0.
X — —00 X —> — 0o

EXERCICE

Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition :

a/ f(x) = exz; ! b/ f(x) =e?* —eX + 1;¢/ f(x) = 2xe™™;
—x . _e*—-1 . i
d f(x) =2x+ e*;e/ f(x) = P 1 f(x) = —

1.2.2- Courbe représentative
Le repére (O, 1, J) est orthonormé
On désigne respectivement par (C) et (C’) les courbes représentatives des fonctions
Exponentielle et logarithme népérien, par (A) la droite d’équation : y = x.

(C) se déduit de (C’) par la symétrie orthogonale d’axe (A). (C) est la courbe au
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dessus de la droite et (C) la courbe en dessous de la droite.

1.2.3 Dérivée et conséquences
Propriété 1
La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout nombre réel x,

On a: (exp)'(x) = expx.

La fonction x +— e* est dérivable en 0 et son nombre dérivé est 1.
On en déduit la propriété suivante.

Propriété 2

. e¥ -1
lim—=1.
x —0 x

1.3- RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS
METHODE

e Equation du type ae?* + be*+c¢c=0
On remarque que e?* = (e*)? ; I’équation s’écrit donc a(e*)? + be* + ¢ = 0.

Pour la résoudre, on pose X = e”* et on résout le systéme
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{aX2+bX+c=0
X = e*

(sans oublier que X doit étre strictement positif ).
Exemple 1

Résoudre dans R 1’équation (E) : e?* —e* — 6 = 0.
Solution

Résoudre cette équation revient a résoudre le systeme :

2 _ — 6 =
{X XX= e6x 0

L’équation X2 — X — 6 = 0 a deux solutions X;= - 2 et X, = 3. Nous devons

résoudre alors les équations :
e e* = —2:cllen’apas de solution car —2 < 0.
e ¢* = 3:elle apour seule solution x = [n3.

Donc I’ensemble des solutions de I’équation (E) est {In3}.
Exemple 2

Résoudre dans R I’inéquation (I) : 2e%* — 5e* + 2 > 0.
Solution

Posons X =e*,ona 2X? —5X+2 > 0.

A=9

A> 0 alors le polyndme 2X% — 5X + 2 admet deux racines distinctes

X, = Z(=5) -3 _ letX2= —EH+3_,

2 x 2 2 2 x 2
2X? —5X +2(2X —1)(X — 2) et donc 2e?* — 5e* + 2 = (2e* — 1)(e* — 2).
Onaz2e*—-1=0 & x=ln(§)

e*—2=0 ©x=1In2

Tableau de signe de 2e?* — 5e* + 2

X —00 ln% In2 +0o0
2e%* —5e* + 2 + 0 - 0 n

L’ensemble solution de I’inéquation (I) est : ]-00; In %]U[an ; +ool.
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EXERCICE
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
A.
al e3* = 4e*, b/ 2e?* + 3e* =0, c/ —13e* +2e*—11=0.
d/ Soit P(x) = 2x3 — 3x2 + x.
1- Factoriser P(x) en produit de facteurs de premier degré.
2- Soit I’équation (E) : 2e3¥ — 3e?* + e* =0
Déduire de la question 1- la résolution de 1’équation (E).
B. P est le polyndme défini par : P(x) = x3 — 9x% — x + 9.
1- Calculer P(9) .
Déduire une factorisation de P(x).

2- Résoudre I’équation P(x) = 0.

2X | ge~ X

r ’ . e
3- Résoudre I’équation ———— =1
9e* + 1

C.

a/le*t1—1>0. b/(e¥)*t1>el2 ¢/2e?*—3e*+1>0.

2e* — 1 e*

2
d/ er —-3x-5 < eZ 2. e/ )
- ( ) eX— 2 eX+ 1

D. Résoudre dans R X R les systemes.

10
ex+y =210

x y _ —
a/{ze te’ =0 b/ 3 c/{ xy =14

X __ — 9
4e* —e¥ = 3. eX + eyz?_

e*xe¥=e"".

1.4- FONCTIONS COMPORTANT €XPpP

1.4.1- Dérivée et conséquence
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Propriété
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K.
La fonction expOu ( ou e%) est dérivable sur Ketona: (e*)’ = u'e*.
Exemple :
e Lafonctionx — e ¥ * ¥ egt dérivable sur R.
OnaVx €R, (e +*) = (—x2+x) e X *+*
= (—2x+ e X *+x,
e Lafonction x +— e!™* *~ 1 est dérivable sur ]0 ; + oo].

OnaVx €R,(e!™r ¥~ 1) = (lnx + x — 1)'e!™* x~ 1
= (l_|_1)elnx+ x—1
. :

EXERCICE :

Calculer la fonction dérivée de chaque fonction proposée.

a/ fx)=e™; bl f(x)=xe™; o f(x) = exz;ﬂ; d/ f(x) = x%e™™.
1.4.2- Primitives de u'e*
Propriété
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K.

La fonction u’'e" admet pour primitive sur K la fonction e*.

Exemple

x2

. : 2 : 1 _
Une primitive sur R de la fonction x — xe™™ est la fonction x — — Se

tanx

Une primitive sur | — % ; % [ de la fonction x +— ——est la

cos?x

fonction x +— e,
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EXERCICE :
Déterminer une primitive de f sur I’intervalle I proposé.

a/ f(x) =e3*~ 5 I=R; b/f(x)=e*" 2* I=R.

1 ex

o/ f(x) = ex  1=]0;+00[; d/ f(x) = I=R.

1+ eX

2-FONCTIONS PUISSANCES
2.1- DEFINITION
Soit a un nombre réel.

On appelle fonction puissance d’exposant a, la fonction f, définie sur ]0; +oo[

par f,(x) = x%,
alnx _ x4

Pour tout nombre réel x strictement positif, e

Exemple

1
: 1 : : 1
La fonction x — x3 est la fonction puissance d’exposant p

2.2- ETUDES DES FONCTIONS PUISSANCES
2.2.1- Etude de la fonction f,: x — x¢
(T',) désigne la courbe représentative de la fonction f,.
e Ensemble de définition
Ona: Dy =]0;+oo]
e Dérivée et sens de variation
Ona:Vx €]0;+oo[, x% = e®™, donc, la fonction f, est dérivable sur
son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f," définie par :

fr(x)=ax?~ 1= ge“’"".

f' estdusigne de a ; on distingue deux cas : a < 0 et a > 0.
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ler cas:a <0

Ona: Vx €]0; +oo[, f;(x) < 0; donc, f, est décroissante sur ]0 ;+oo.

Ona: li malnx = +oo ; done li me alnX = oo . La droite (OJ) est
> >

asymptote a (I,).

Ona: lim alnx = —o ;donc: lim e®™ = 0. La droite (OI) est
X =+ X —>+00

asymptote a (I';) en + oo,

Courbe représentative

2°cas:a >0

Ona: Vx €]0; +oo[, f; (x) > 0; donc, f, est croissante sur ]0 ;+oo].

On a: li malnx = —oo ; donc li me® ™ = 0.
x—0 x—0
> >
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Ona: lim alnx = +o0 ;donc lim e¥™ = 4oco.

: x® : (a-1)l nx
Deplus: lim —= lime i
X—>+ 00 X X — +o0

Donc, (I';) admet en + oo une branche parabolique :
- de direction celle de (OI), si 0 <a < 1;

- de direction celle de (OJ), sia > 1.

Courbe représentative (I,).
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2.2.2 Fonction u“(a € R)
Propriété 1
Soit & un nombre réel et u une fonction dérivable et strictement positive
sur un intervalle K. La fonction u“ est dérivable sur K et
ona: (u®) = au'u®1,
Exemple
La fonction x + (siny™ est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction
x — mcosx(si )™~ L.
Propriété 2
Soit & un nombre réel différent de — 1, u une fonction dérivable et stricte-

ment positive sur un intervalle K. La fonction u'u® admet pour primitive

ua+1

sur K la fonction

a+

Exemple

La fonction x — 2x(1 — xz)*/E admet pour primitive sur | — 1 ; 1] la fonc-

(1—x2)J5+ 1

tion — —
V2+ 1

2.3- CROISSANCE COMPAREE de l nx, e*, x“
Propriétés
Soit a un nombre réel strictement positif. On a :

CoInx C are o L eF .
(l)xl_>1+1£xa—0, (2)561,5“‘ Inx=0; 3)1lim +00 ;

x >+00 X%
>

@) limx%e* = 0.

X >+00

Exemples

1113



Calculer les limites suivantes :

X
I nx : ezl nx _ ) _ 3
a/ lim — ;b lim z—>¢ lim x*—2inx;d lim x*—e”,
x—>+oox§ X— +o0 X X —+ oo X -+ 00
Solution
. !
a/ lim Tcz ;
x—>+oox§
x x
. e%lnx . ez (E)San
b/ lim——= lim = S
x> +00 X x—>+oo(5) X

X
. ez 1
= lim s—X-XlInx
x—>+oo(5)3 8

x

= 4 o0 car limi—232+ooet lim lnx = +o0 .

X —>+co (E) X > +00

¢ lim x?-2Inx= limxz(l—le—rzm)

X - + o X = +00

lnx

=+oocar lim —=0.
X — 400 X
= 3 X . 3 ex
d limx*—e*= lim x°(1—=)
x — + 00 X >+ o0 X

= —oo car xl_i)gloz—: = 400,
EXERCICE
A. Soit P le polyndme défini sur R par : P(x) = x3 — x% — 4x + 4.
1- Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que, pour tout x:
P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢).

2- Utiliser cette factorisation pour résoudre chacune des équations suivantes :

a) x3—x?—4x+4=0.
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b) (Inx)3 — (Inx)? — 4lnx + 4 = 0.
C) 42X —4X 4 41- % _ 4=,

B. Déterminer la fonction dérivée de la fonction proposée
5 1
al fi— x; b/ fix— lilx; e/ frx— x3e*; d/ fix— (x —1D(x+2)75.

X3

C. Donner une primitive sur I’intervalle I indiqué de la fonction f.

1 1
al f(x) = NEET I=1; +oo[.
b f(x)= —%  1=]-00]
(x2-x)*

o/ f(x)= (x+DVx2+2x—3 1 =]1;+oo].
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