LECON 8 : PRIMITIVES ET CALCUL INTEGRAL

1 - PRIMITIVES D’UNE FONCTION
1.1-Définition

Soit f une fonction et | un intervalle sur lequel f est définie.
Les primitives de f sur | (s’il en existe) sont les fonctions F définies et dérivables
sur | vérifiant pour tout xel : F'(x)=f(x).

Exemples

3 3
e, . . X X
» Considérons la fonction f:x+— x? , les fonctions f ZXI—>§ et xr—>§ +7 sont les deux

primitives de f sur R.

> La fonction In est une primitive sur ]0;+«[ de la fonction xis L
X

1.2-Théoremes

a) Théoreme 1
Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur I.

b) Théoreme 2
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et F une primitive de f sur I.
Les primitives de f sur | sont les fonctions x+— F(x)+k ou k est une constante réelle.

c) Théoréme 3

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, acletbeR.Il existe une unique primitive de
f sur | prenant la valeur b en a.



1.3-Détermination pratique des primitives

a) Méthode

En pratique pour déterminer une primitive d’une fonction sur un intervalle, on utilise les

tableaux suivants :

Tableau des primitives des fonctions élémentaires

Fonctions Primitives Intervalle
Xk X = kx R
X2
X —
X X 2 R
n+l
x> X" avec n e Z\{-1} XHnJrl ]-o0;0[ 0u ]0; +o0 sin<-1
1 X — L
X a n=1 (n-1)x"* ]-o0; 0] ou ]0; 40|
3
—y2
X|_>,\/; X X ]0,+OO[
1
X=2 x> Inx| ]-o0;0[ ou ]0; +o0]
X e X e R
Tableau des primitives et opérations sur les fonctions
Fonctions Primitives Remarque
u+v u+v
ku kU
un+1
u'u” avecn e Z\{-1j n+1 sin<-lalorsu=0surl
LI_' n=1 - : 1
u" (n-1)u u=0
u!
Ju 2Ju u>0surl
u
u In|ul u= Osurl
u'e" e




X u(ax+b) x> =U (ax+b)

VX (u'ov) U oV

b) Applications

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1.

2.
3.

Sur R* de f: X|—>2x3+3xz+%
X

Sur R deg: xne(3x2-2x+3)(x3—2x2+3x+1)4
X
x* +1

SurR deh: x—

Sur R\{—g} de u: x—
3 3X+2
7 nyb 3 Ey2 _
Sur R* de k - XH5X 2X +8x4 5x°+6x-1
X




2 - CALCUL INTEGRAL
2.1-Généralités
a. Théoréeme

Soit f une fonction contenue sur un intervalle I, a et b deux €léments de | et F une primitive de f
sur .

b

[f(x)dx=F (b)-F(a).

a
Remarque

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle, | dont la dérivée, f’, est contenue surletaetb
deux éléments de I. La fonction f est une primitive sur | de la fonction f’continue sur cet

intervalle, donc : f _[f

b. Notations et vocabulaire
b
e Onécrit: [f(x)dx=[F(x)] =F(b)-F(a

o L'expresssion « [F(x)] »selit: « F(x) pris entre aetb »

e aetb sontles bornes de l'intégrale.
c. Corollaire

Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux éléments de |I.
a
(1) Ona: If(t)dt:

(2)Ona: I dt_—j (t)dt.
d. Appllcatlons
1) Calculer : j'(5x3+4x2+3x—5)dx

1

2) Calculer : j( e’ —2¢™ )t

dx

3) Calculer : |

-1

x?+1

4) Calculer : | Inxx

1



2.2- Propriétés algébriques
a. Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle |, et a, b, c trois éléments de I.

Ona: jlf(t)dt+j'f(t)dt:

O C— O

f(t)dt

b. Linéarité

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, et a, b deux éléments de |I.
b b b
(Hona: [(f(t)+g(x))dt=]f(t)t+[g(t)dt.

(2)Ona: iaf (t)dt =aT f(t)dt.

c. Application

Calculer : ﬂ(x—l)2 - 4fit
0

2.3-Valeur moyenne
a. Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et [a;b] un intervalle non déduit a un point inclus

b

dans I. La valeur moyenne de f sur [a;b] est le nombre réel p défini par : y:bi f(t)dt.
_a "

b. Application
Déterminer la moyenne :
1) De x> x* sur [1;4].
2) De x> x* sur [-1;1]

2.4-Calcul d’aire
a. Définition
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et (Cf )sa courbe représentative. La

mesure de l'aire , en Ua , sous la courbe (Cf) entre les abscisses a et b est donné par :

A= Tf(t)dtan



y a = 1 a = b

s : : : I : T
5 e : : I !
: Lo Fl=)dx : ! !
4 = laire du domaine I I :
3 Len u.a. 1
R ;
S T A i A
5 1 ua. : ? !
T :
—1 1 3 A o (L33 '}‘

I i f
e Lo | .

b. Propriété
e Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]telle gue f <0. Soit A I'aire délimitée par

la courbe, I'axe des abscisses et les droites X=a et X= b.

b
Onaalors: A:—_f f (x)dx

N Pa

« Soient deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a;b]telles que f >g. Soit <@

B
- %

l'aire comprise entre les deux courbes et les droites X=a et x=Db. Onaalors:

O@—j‘(f—g)dx

c. Applications

Application 1

Soit h la fonction définie sur R par h(x):—%xz +2x—g.

Sur le graphique joint, le plan est muni d’'un repére orthogonal (0 ;i, j) dans lequel on a tracé les

courbes représentatives des fonctions h et logarithme népérien (In) sur I'intervalle [1 ; 4]. On a a
tracé également la droite (d) d’équation x = 4.



4
1. a. Démontrer que j h(x)dx=0.
1

b. lllustrer sur le graphique le résultat de la question précédente.
2. On note D le domaine du plan délimité par la droite (d) et les courbes représentatives des

fonctions h et logarithme népérien sur l'intervalle [1 ; 4].

En utilisant une intégration par parties, calculer I'aire de D en unités d’aire.
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Application 2

a. Montrer que la fonction F définie par F( x)=(—x2 —4x—5)e‘X est une primitive de la fonction f.

b. Calculer I'aire en cm? de la région du plan comprise entre les axes de coordonnées, la courbe C
et la droite d’équation x = 3. Donner la valeur exacte puis une valeur approchée a 1072 prés.




