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X CALCUL INTEGRAL

Niveau : TF;

1. INTEGRALE D’'UNE FONCTION

1.1. Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, F1'une de ses primitives et a et b sont
deux réels appartenant a K.
On appelle intégrale de fentre a et b le nombre F(b) - F(a).

b
Ce nombre est noté J- f(x)dx et se lit : « intégrale de a a b de f(x) dx », a et b étant les
bornes de I'intégrale.
Remarques :

e Cenombre est indépendant de la primitive F choisie. En effet si G est une autre
primitive de f, alors G = F +k et donc : G(b) - G(a) = F(b) - F(a).

¢ On note souvent J.: f (x)dx = [F(x)]% = F(b) - F(a) ou F est une primitive de f.

b
e Dans l'écriture I f (t)dt, t est une variable muette. L’intégrale entre a et b peut s’écrire

a

[[todt ou [ fadu...

Exemple :
? = 1 2 2_ _— — )\ =_ l:_l
J.l(l—x)dx—{x—zx}l (1-3)-(2-5)=-1+35=-7.

1.2. Lien entre intégrale et aire

1.2.1. Unité d’aire :

Dans un repére orthogonal (O,1,]), I'unité d’aire (u.a.) est 'aire du .
rectangle unitaire OIA]. ; 1 U0
ua=01.0J - >

unité d'a

Exemple :
Si les unités graphiques sont 2 cm en abscisse et 3 cm en |

ordonnées, alors l'unité d’aire est 6 cm? (u.a = 6cm?)
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1.2.2. Propriété :

Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle [ a; b ].
L’aire, exprimée en unité d’aire , du domaine délimité par la
courbe représentative de f, les droites d’équations x = a et

x = b et 'axe des abscisses est égale a I: f(x)dx. v

1.3. Lien entre intégrale et primitive
Soit f une fonction continue sur un intervalle K et a un réel appartenant a K.

La fonction F définie pour tout x de K par : |F(X) = Lx f (t)dt|est la primitive sur K de la

fonction f qui s’annule en a.

Démonstration :
Soit G une primitive de f. Alors pour tout x de K,

F()=[ f()dt=G(x) - G(a) . On a: F(a) = G(a) - G(a) =0

D’ou le résultat .

2. PROPRIETES DE L'INTEGRALE

2.1. Propriétés 1

Soit f une fonction continue sur un intervalle K et a et b deux éléments de K. On a :

. rf(x)dx:o

a

e Inversion des bornes : _[: f(x)dx =— J.ba f (x)dx

Démonstration : Soit F une primitive de fsur K et a et b deux éléments de K.
Ona:

* [T 1 (9dx = F(a) - F@) = 0

jb f (x)dx = F(b) - F(a) = - (F(a) - F(b)) = — j: f (x)dx

2.2. Propriété 2 : Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle K. Pour tous réels a, bet cde Kon a:

[ £ ooax+ [ f (yax =[ F (x)cix

Interprétation dans le cas ot f est positive I+, =
et asb<c:A+Ar=d
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Démonstration : Soit F une primitive de fsur K :
Ona: [F(b) - F@)] + [F() - FB)] = F(c) - F(@)

2.3. Propriété 3 : Linéarité
Soit f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle K et o est une constante, on a :

o ([Tte0+am)]ax=] f(dx+ | g(x)ox
. jbaf(x)dx=aj: f (x)dx

a

Démonstration : Soit F et G des primitives respective de f et g sur K.

« [0 x)de = [F o)l = FG)(E) - (F+O)a)
= [F(b) - F@a) ] + [G(b) - G(a)] = [F()L + [6(0L:
Done [[f(x)+g(0]dx=[ f(x)dx+ [ g(x)ax
- [lat(oox = [F0L = alFRL = af feoox

2.4. Propriété 4 : Signe de 'intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K tels que a < b.

e Sif 20sur[a;b], alors Ibf(x)dXZO

a

e Sif<Osur[a;b], alors '[bf(x)dXSO

a

Démonstration :
Soit fune fonction continue sur K et F une primitive de fsur K.
* Si fest positive sur [a; b], alors F est croissante sur [a; b].

Ce qui entraine que : F(a) < F(b). On a donc : F(b) - F(a) = 0 c-a-d. I: f(x)dx=0
» Si festnégative sur [a; b], alors F est décroissante sur [a; b].

Ce qui entraine que : F(a) 2 F(b). On a donc : F(b) - F(a) <0 c-a-d. j: f(x)dx<0

2.5. Propriété 5 : Compatibilité avec I'ordre
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K, a et b deux réels de K,
(avec:a<b).

Si pour tout nombre réel x de [a; b], on a f(x) < g(x), alors : I: f(x)dx < J: g(x)dx

Interprétation dans le cas ot f est positive sur [a; b] : , ‘
i < b =Tl /.
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2.6. Propriété 6 : Inégalité Triangulaire
Si f une fonction continue sur un intervalle

[a;b] alors : |fnaf(x)dx| < fablf(x)ldx

3. TECHNIQUES DE CALCUL D’'UNE INTEGRALE

3.1. Technique de changement de variable affine

Propriété :
Soit a et p deux nombres réels tels que o # 0.
Soit fune fonction continue sur un intervalle K, a et b deux réels tels que pour tout x

compris entre a et b le nombre réel ox + ff appartienne a K.
1 rab+p

Ona: f:f(ax+[3)dx=— fwdu.

a’aa+p

Démonstration:

T o _1
Posons u = ax + 8 . Ce qui implique que : du = adx et dx = —du.

Pourx=a, u= aa+pf etpour=>b, u= ab+f.
1 rab+p

Onadonc [ f(ax +p)dx == f(wdu.

a’aa+p

X

N

Application : Calculer I'intégrale : [ 01

3.2. Technique de l'intégration par parties

Propriété
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que u” et v” sont continues
sur K, a et b deux éléments de K.

Ona: I: u'(x).v(x)dx=[u(x).v(x)] Z - j:u(x).v '(x)dx

Exemple

Calculons IO” Xsin xdx :

{u'(x) =sinx {u(x) = —COS X
Posons : =

V(X) = X vi(x)=1
Alors .[0” Xsin xdx = [x(— cosx)]g - fon(- cosx)dx

b . _ T T _ T . T
Donc IO xsin xdx=[-xcos x| 0 +IO cos xdx =[—xcos x]| 0 +[sinx] 0
Ioﬂxsin xdx= (-7 cos 7z +0.cos0) + (sin 7 —sin0)

i -
D'ou : IO xsinxdx =
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3.3 Intégration des fonctions paires, impaires et trigonométriques

Propriété 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle K centré en 0.
Pour tout a élément de Kona:

e Si f est paire alors : f_aa f)dx=2] Oa f(x) dx|.

e Sifestimpaire alors : f_‘; f(x)dx = 0|

Démonstration :

a 0 a
Ona: f_af(;c) dx = [__f@)dx+ [ f(x)dx.
Intégrons [~ f(x)dx
Posons t = —x . ce qui implique que dt = —dx .
Pour x =0,t =0 etpour x =—a, t = a.

Donc: [ f(x)dx = — [ f(-t)dt = [\ f(~t)dt = [, f(~x) dx.

Ce qui implique que : f_aaf(x) dx = foaf(—x) dx + foaf(x) dx.

Si f est paire alors: f(—x) = f(x). Donc f_aaf(x) dx = 2 foaf(x) dx.
Si fest impaire alors f(—x) = —f(x). Donc f_(;f(x) dx = 0.

Propriété 2
Soit f une fonction continue sur IR et périodique de période p.

Pour tous réelsaetbona:

o T Fe0dx =[] f(x)dx.

o LT f)dx = [T f(x) dx

4. VALEUR MOYENNE :

Définition :
On appelle valeur moyenne d’une fonction f continue un intervalle [a; b] le réel n défini

L Pt max
par: |u=s—]|

Interprétation :

Dans le cas ou f est une fonction positive sur l'intervalle
[a ; b], cette valeur moyenne p est la hauteur du rectangle
ABCD, de base (b - a), ayant la méme aire A que le

domaine en bleu ci-contre. I\
A=p.(b-a)
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